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Continuous Time Markov Chains (1)

Continuous Time Markov Chains are a special type of stochastic 
processes with discrete state and continuous time.

They are characterized by a (finite) set of states {s1, … , sN} in 
which the system can be.
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l’evoluzione precedente del processo. Si suole descrivere questa proprietà dicendo che in
un processo markoviano l’evoluzione futura del processo dipende solo dal valore presente
e non dalla sua storia passata. Una possibile traiettoria di un processo di Markov è
rappresentata nella figura 5.1, dove si, sj e sk sono possibili stati del sistema, e t1, t2,t3
e t4 gli istanti di tempo a cui avvengono le transizioni fra stati.
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Figura 5.1: Possibile traiettoria di una catena di Markov.

Z(t) è una catena di Markov, definita su un insieme discreto e denumerabile S di
cardinalità N , se data una qualunque sequenza di istanti di tempo:

(0 < t1 < t2 < . . . < tm°1 < tm)

vale la seguente relazione:

Pr {Z(tm) = sjm |Z(tm°1) = sjm°1 , , . . . , Z(t1) = sj1} =

= Pr {Z(tm) = sjm |Z(tm°1) = sjm°1 }

Introduciamo le notazioni:

pij(u, x) = Pr {Z(x) = sj |Z(u) = si } (u ∑ x) (5.1)

dove pij(u, x) è detta probabilità di transizione e rappresenta la probabilità che il sistema
passi allo stato si al tempo x dato che si trovava in sj al tempo u. Per le probabilità di
transizione pij(u, x), valgono le seguenti condizioni iniziali:

pii(x, x) = 1 ; pij(x, x) = 0 (5.2)

Introduciamo ora la funzione pi(x) che è invece la probabilità che il sistema si trovi
nello stato si al tempo x ed è detta probabilità di occupazione dello stato o, semplice-
mente, probabilità di stato. Essa è definita da:

pi(x) = Pr {Z(x) = si } (5.3)



Continuous Time Markov Chains (2)

The system remains in a state sj for a random exponentially 
distributed amount of time.
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F(t)=1-e-λt



Continuous Time Markov Chains (3)

After that, it jumps to another state.
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Continuous Time Markov Chains (4)

Markov Chains are stochastic processes where the probability of the 
state at time tm depends only on the state at which the system 
was in a previous time tm-1 (and the total time passed tm-tm-1 ) :
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l’evoluzione precedente del processo. Si suole descrivere questa proprietà dicendo che in
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pi(x) = Pr {Z(x) = si } (5.3)

To simplify the definition, we will introduce the following notation:

pi(t) = Pr{Z(t) = si}



Continuous Time Markov Chains (5)

Usually CTMC are drawn as graphs, where nodes represents the states, 
and edges the possible transitions among the states.

s1
s2

s3



CTMC for dependability (1)

In dependability studies, states of the CTMC encodes the working / failure 
condition of the components.

For example a single non-repairable component, with exponential failure 
time distribution, can be modeled by a 2 states Markov chain.

1
0State 1 (s1):

• component is 
working

State 0 (s2):
• Component 

has failed

s1

s2



CTMC for dependability (2)

If the system is composed by more components, Markov chain states 
encode all the possible combinations of their working and failure 
states.

1 1

0 1

1 0

0 0
State 11 (s1):
• Both components 

are working

State 00 (s4):
• Both components 

have failed

State 01 (s2):
• First component has failed
• Second component is working

State 01 (s3):
• First component is working
• Second component has failed

s1

s2

s3

s4



Continuous Time Markov Chain – transition rates

Each transition from state si to state sj has associated a rate qij which 
corresponds to the rate of an exponential random variable.

The system in state si jumps to state sj after an exponentially distributed 
random amount of time with rate qij .

If there are more than one arc exiting from state si , the system follows 
the evolution along the path of the event that happens first (race 
policy).



Transition rate

The transition rate qij can be seen as the limit of the            
probability that the system performs a jump in a small time Dt , 
(divided by Dt):
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CTMC for dependability – transition rates

In dependability models, transition rates encodes the failure time 
distribution.

If exponential failure rates are assumed, the mapping between MTTF and 
transition rates is straight-forward.
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1 0

0 0

λ1 =
1
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1
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CTMC for availability

Availability can be considered by modeling also the repair, adding arcs in 
the opposite direction characterized by the corresponding repair rate.
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1
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State Space (1)

In general, let us consider a system with n different components. 
Each component k is associated with a variable xk that:

§xk = 1 if component k is working

§xk = 0 if component k is not working

13

The value of all the variables is grouped in a vector

x = (x1, … , xn)

Vector x represents a state si of the system.

In general, the variable that characterize a component can have 
more than two values (i.e. working, degraded, failed): this is 
however an advanced use and it will not be covered in this course.



State Space (2)

The set W = {si = x = (x1, … , xn), …} of all the possible configurations, 
is called the state space of the system.

14

Since each state is composed by n components that can be either 
0 or 1, we have 2n different states:

|W| = 2n

The number of components equals to 0 in a state, represent the 
number of failures in the system.



The Chapman-Kolmogorov equation (1)

CTMC analysis allows to compute the probability pi(t) that the 
system is in each state si of W  at time t.

More formally, from pi(t) we can compute the probability pi(t+Dt)
at time t+Dt as:

... Because the exponential assumption, if the rate is qij , then the 
probability that the event happens in a small Dt is:

qij
. Dt .
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Not leaving state si in Dt

Jumping from sj to si in Dt



The Chapman-Kolmogorov equation (2)

To simplify the equations we define qii as:

© M. Gribaudo

å
¹

-=
ij
ijii qq

( ) ( ) ( )åå
¹¹

D××+÷÷
ø

ö
çç
è

æ
D×-×=D+

ij
jji

ij
ijii ttqtqttt ppp 1

π i t +Δt( ) = π i t( )+π i t( ) ⋅qii ⋅ Δt + qji ⋅π j t( ) ⋅ Δt
j≠i
∑



The equations becomes:

With some computation we can find:

Taking the limit of Dt to 0, we have:
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The Chapman-Kolmogorov equation (3)
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Infinitesimal generator

The terms qij can be collected in a matrix Q :

Q is called the Infinitesimal generator.

Due to the definition of qii, the elements of all the rows of matrix 
Q must sum up to 0.
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The Chapman-Kolmogorov equation in matrix form becomes:

If we know the initial state distribution p(0) , we can compute the 
transient probability distribution at time t, by  solving the 
differential equation using p(0) as the initial condition.

In dependability models, p(0) is usually equal to a vector in which 
the state corresponding to all the components working has 
probability equal to 1, and all other states equal to 0.

© M. Gribaudo

Chapman-Kolmogorov equation in matrix form

( ) ( ) Qt
dt
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×= pp



Example: transient availability of a component (1)
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Poichè il sistema al tempo t deve necessariamente essere o funzionante o guasto (gli
stati b e g sono esaustivi e mutualmente escluentesi), si deve avere:

A(t) + U(t) = 1

Si vuol qui ricordare che mentre l’a±dabilità R(t) rappresenta la probabilità che
il sistema non manifesti guasti nell’intervallo 0 ° t, la disponibilità fornisce invece la
probabilità che il sistema sia funzionante al tempo t indipendentemente da eventuali
cicli guasto/riparazione già percorsi. La disponibilità (o l’indisponibilità) è quindi la
grandezza solitamente più significativa per chi usa o esercisce l’impianto o il sistema,
perchè fornisce una misura del grado di fiducia con cui si può disporre del bene nel
momento in cui ne occorre l’uso. La disponibilità accorpa in un’unica funzione sia il
comportamento al guasto del sistema, che le sue caratteristiche di riparabilità; infatti,
un sistema è altamente disponibile se complessivamente i periodi trascorsi nello stato
b sono lunghi rispetto ai periodi trascorsi nello stato g, cioè il sistema si guasta poco
e viene riparato in fretta. Un sistema disponibile deve quindi avere buona a±dabilità
(bassa probabilità di guasto) e buona manutenibilità (elevata probabilità di riparazione).

3.3.1 Calcolo della disponibilità

Si supponga che i tassi di guasto e di riparazione siano costanti e siano indicati, rispet-
tivamente, con ∏ e µ.
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λ

µ

Figura 3.2: Diagramma degli stati di un sistema riparabile.

L’evoluzione nel tempo del sistema riparabile può essere rappresentata dal grafo
etichettato di Figura 3.2, dove, al solito, b indica lo stato di buon funzionamento e g lo
stato di guasto. La transizione etichettata ∏ rappresenta il processo di guasto (passaggio
da b a g), mentre la transizione etichettata µ rappresenta la riparazione. Lo studio e
la soluzione di modelli, quali quello di Figura 3.2, verrà aÆrontato in modo sistematico
nel Capitolo 5. Nel seguito vengono indicati i passi principali per aÆrontare l’analisi del
problema. Siano Pb(t) e Pg(t),rispettivamente, le probabilità di essere nello stato b o g

al tempo t, si avrà per definizione A(t) = Pb(t) e U(t) = Pg(t). Per calcolare Pb(t),
si osservi che la variazione di probabilità di essere nello stato b al tempo t è pari alla

Consider a single component which might either be up (state s1) or 
down (state s2).

Let as call respectively l the failure rate of the component, and µ
its repair rate, both considered to be exponentially distributed.

We thus have:

λ =
1

MTTF

µ =
1

MTTR

Q =
−λ λ
µ −µ1 0

s1 s2



Example: transient availability of a component (2)

We assume that the system starts initially working:

The availability can then be studied by solving the following system 
of differential equations:

A(0) U(0) = 1 0

dA(t)
dt

= −λA(t)+µU(t)

dU(t)
dt

= λA(t)−µU(t)

A(t) = µ
λ +µ

+
λ

λ +µ
e−(λ+µ )t

U(t) = λ
λ +µ

−
λ

λ +µ
e−(λ+µ )t

U(t) =1− A(t)
dA(t)
dt

= − λ +µ( )A(t)+µ



Example: transient availability of a component (3)

If we focus on the availability A(t), we can see that:

A(t) = µ
λ +µ

+
λ

λ +µ
e−(λ+µ )t lim

t→∞
A(t) = µ

λ +µ
=

MTTF
MTTR+MTTF
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0.0

1.0

µ/(λ+µ)

A(t)

Figura 3.3: Andamento della disponibilità in funzione del tempo

La disponibilità asintotica - Riprendendo l’equazione (3.7) e indicando con A1 la
disponibilità asintotica, si può scrivere:

A1 =
µ

∏ + µ
=

1/∏

1/∏ + 1/µ
=

MTTF

MTTF + MTTR
(3.8)

La disponibilità è data dal rapporto fra il tempo medio al guasto (cioè con riferimento
alla figura 3.1 il tempo medio di permanenza nello stato b), e il tempo medio totale di un
ciclo guasto/riparazione. In altre parole A1 misura la percentuale di tempo che il sistema
spende nello stato di buon funzionamento, su durate di osservazione su±cientemente
lunghe..

Il risultato espresso dall’ultimo membro della (3.8), sebbene ricavato nell’ipotesi che
i tassi di guasto e riparazione siano costanti, ha un carattere molto più generale. È
stato infatti dimostrato [12] che, qualunque siano F (t) e G(t), detti MTTF e MTTR
rispettivamente i tempi medi delle distribuzioni F (t) e G(t), il limite della disponibilità
per t!1 è ancora dato dall’ultimo membro della (3.8). Qualunque sia la distribuzione
dei tempi al guasto e dei tempi di riparazione, dopo un periodo transitorio più o meno
lungo la disponibilità raggiunge un valore costante che rappresenta la percentuale di
tempo spesa nello stato di buon funzionamento.

Si può quindi generalizzare il risultato espresso dalla (3.8) introducendo due nuovi
tempi medi che caratterizzano il sistema. Detto MUT (Mean Up Time) il tempo medio
speso nello stato di corretto funzionamento (qualunque sia la sua distribuzione) e MDT



Defining the infinitesimal generator (1)

In general, we can create the Q matrix from the graphical representation, 
by first enumerating the states, and associate the states with rows and 
columns of matrix Q...

1 1

0 1

1 0

0 0

λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1

µ2

µ2

s1

s2

s3

s4 Q =

−…
−…

−…
−…

s1 s3s2 s4
s1

s3

s2

s4



Defining the infinitesimal generator (2)

Then we put the transition rates associated to the arcs in the 
corresponding rows and columns.

Q =

−… 1λ 2λ
1µ −… 2λ

2µ −… 1λ

2µ 1µ −…

1 1

0 1

1 0

0 0

λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1

µ2

µ2

s1

s2

s3

s4

s1 s3s2 s4

s1

s3

s2

s4



Defining the infinitesimal generator (3)

Finally we compute the diagonal element by summing the other elements 
of the rows, and changing their sign.

1 1

0 1

1 0

0 0

λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1

µ2

µ2

s1

s2

s3

s4
Q =

− 1λ − 2λ 1λ 2λ
1µ −

1µ − 2λ 2λ

2µ −
2µ − 1λ 1λ

2µ 1µ −
2µ −

1µ

s1 s3s2 s4

s1

s3

s2

s4



Defining the infinitesimal generator (4)

Since the state in which all the components are equal to working is s1, we 
can define the initial state p(0) as follows:

1 1

0 1

1 0

0 0

λ1

λ1

λ2

λ2

µ1

µ1

µ2

µ2

s1

s2

s3

s4
π (0) = 1 0 0 0

s1 s3s2 s4



Solution of the ODE (1)

We can then solve the corresponding ODE using a numerical 
computation package (e.g. GNU Octave):
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MTTF1 = 10;
MTTF2 = 20;
MTTR1 = 2;
MTTR2 = 3;

l1 = 1/MTTF1;
l2 = 1/MTTF2;
m1 = 1/MTTR1;
m2 = 1/MTTR2;

Q = [-l1-l2,  l1  ,  l2  ,  0;
m1 ,-m1-l2,   0  , l2;
m2 ,   0  ,-m2-l1, l1;
0 ,  m2  ,  m1  ,-m2-m1];

p0 = [1, 0, 0, 0];

t = linspace(0,10,101);
Sol=lsode(@(x,t) x'*Q, p0, t);

plot(t, Sol, "-")

Q =

− 1λ − 2λ 1λ 2λ
1µ −

1µ − 2λ 2λ

2µ −
2µ − 1λ 1λ

2µ 1µ −
2µ −

1µ

π (0) = 1 0 0 0 ( ) ( ) Qt
dt
td

×= pp



Solution of the ODE (1)

In Matlab, the code would be the following (the blue part is 
replaced with the one shown in red)
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MTTF1 = 10;
MTTF2 = 20;
MTTR1 = 2;
MTTR2 = 3;

l1 = 1/MTTF1;
l2 = 1/MTTF2;
m1 = 1/MTTR1;
m2 = 1/MTTR2;

Q = [-l1-l2,  l1  ,  l2  ,  0;
m1 ,-m1-l2,   0  , l2;
m2 ,   0  ,-m2-l1, l1;
0 ,  m2  ,  m1  ,-m2-m1];

p0 = [1, 0, 0, 0];

[t, Sol]=ode45(@(t,x) Q’*x, [0 10], p0’);

plot(t, Sol, "-");

Q =

− 1λ − 2λ 1λ 2λ
1µ −

1µ − 2λ 2λ

2µ −
2µ − 1λ 1λ

2µ 1µ −
2µ −

1µ

π (0) = 1 0 0 0 ( ) ( ) Qt
dt
td

×= pp



Solution of the ODE (2)

The solution of the ODE is a time dependent vector p(t), that tell us 
the probability of each state at each time instant t.
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In dependability studies however, we are not interested in this 
information, but in other measures such as the probability that 
the system is working or it has failed.

This depends on how the components influences the availability of 
the system (i.e. are they in series or in parallel)



Structure Function (1)

A general framework to asses dependability questions from Markov chain 
solutions is the following.

Let us define a variable y that identifies the working state of the entire 
system: 

§y = 1 if the system is working

§y = 0 if the system is not working

30

The state of the system y depends on the configuration of its components

x = (x1, … , xn)

In particular we define a function f(x) such that:

§y = f(x) = 1 if the system is working in state x
§y = f(x) = 0 if the system is not working in state x

f(x) is called the structure function.



The state space W can be partitioned in two subsets thanks to the 
structure function f(x):

31

Characterization of system statesCharacterization of system states
The structure function y = M (x) depends on the 
system configuration

The state space : can be partitioned in 2 subsets:

Wu is the set of up-states : the states where the system is working

Wd is the set of down-states : the ones in which the system has failed

Structure Function (2)



The structure function f(x) can be defined to reflect the parallel 
and the series of the considered components, and derived, as the 
name suggests, from the structure of the system.
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb
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Figura 4.4: Confgurazioni serie/parallelo di sistemi a 3 componenti.

sistema a)) che indica la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato
corrispondente. I dati in questa colonna riflettono la configurazione del sistema.

Si consideri il sistema serie/parallelo a 3 componenti, la cui configurazione è rap-
presentata in Figura (4.4b). Lo spazio degli stati del sistema sistema è ancora
quello di Figura 4.2 e Tabella 4.2, ma cambia l’attribuzione degli stati del sistema
ai sottoinsiemi di stati b o g. Analizzando la Figura (4.4b) si arriva alla seguente
ripartizione degli stati, riportata per esteso nella tabella 4.4 alla colonna sistema
b).

Nb = 5 Sb = { 1, 2, 3, 4, 5 }
Ng = 3 Sg = { 6, 7, 8 }

4.2 Il processo di guasto definito sullo spazio degli

stati

Introduciamo ora il concetto di evoluzione temporale del sistema. Poichè lo spazio degli
stati S forma un insieme esaustivo e disgiunto, l’evoluzione del sistema nel tempo può
essere rappresentata tramite la successione degli stati percorsi in seguito a guasti (o
riparazioni) dei componenti.

Consideriamo il solo componente i: la variabile binaria di stato può essere considerata

Structure Function (3)



For example, f(x) for the two components system series and 
parallel can be defined as follows:
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4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Andrea Bobbio COREP - Master MISAR 2010-2011 7

A1 A2

22--component systemcomponent system
A1

A2

Structure Function (4)



For the three components system, f(x) for the configuration a) and b)
shown below can be defined in this way:
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb
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Figura 4.4: Confgurazioni serie/parallelo di sistemi a 3 componenti.

sistema a)) che indica la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato
corrispondente. I dati in questa colonna riflettono la configurazione del sistema.

Si consideri il sistema serie/parallelo a 3 componenti, la cui configurazione è rap-
presentata in Figura (4.4b). Lo spazio degli stati del sistema sistema è ancora
quello di Figura 4.2 e Tabella 4.2, ma cambia l’attribuzione degli stati del sistema
ai sottoinsiemi di stati b o g. Analizzando la Figura (4.4b) si arriva alla seguente
ripartizione degli stati, riportata per esteso nella tabella 4.4 alla colonna sistema
b).

Nb = 5 Sb = { 1, 2, 3, 4, 5 }
Ng = 3 Sg = { 6, 7, 8 }

4.2 Il processo di guasto definito sullo spazio degli

stati

Introduciamo ora il concetto di evoluzione temporale del sistema. Poichè lo spazio degli
stati S forma un insieme esaustivo e disgiunto, l’evoluzione del sistema nel tempo può
essere rappresentata tramite la successione degli stati percorsi in seguito a guasti (o
riparazioni) dei componenti.

Consideriamo il solo componente i: la variabile binaria di stato può essere considerata
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Structure Function (5)



In the four examples we have Wu and Wd defined as:
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4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb
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Figura 4.4: Confgurazioni serie/parallelo di sistemi a 3 componenti.

sistema a)) che indica la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato
corrispondente. I dati in questa colonna riflettono la configurazione del sistema.

Si consideri il sistema serie/parallelo a 3 componenti, la cui configurazione è rap-
presentata in Figura (4.4b). Lo spazio degli stati del sistema sistema è ancora
quello di Figura 4.2 e Tabella 4.2, ma cambia l’attribuzione degli stati del sistema
ai sottoinsiemi di stati b o g. Analizzando la Figura (4.4b) si arriva alla seguente
ripartizione degli stati, riportata per esteso nella tabella 4.4 alla colonna sistema
b).

Nb = 5 Sb = { 1, 2, 3, 4, 5 }
Ng = 3 Sg = { 6, 7, 8 }

4.2 Il processo di guasto definito sullo spazio degli

stati

Introduciamo ora il concetto di evoluzione temporale del sistema. Poichè lo spazio degli
stati S forma un insieme esaustivo e disgiunto, l’evoluzione del sistema nel tempo può
essere rappresentata tramite la successione degli stati percorsi in seguito a guasti (o
riparazioni) dei componenti.

Consideriamo il solo componente i: la variabile binaria di stato può essere considerata

Wu = {s1}
Wd = {s2, s3, s4}

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4, s5, s6, s7, s8}

Wu = {s1, s2, s3, s4, s5}
Wd = {s6, s7, s8}

Structure Function (6)



Reliability of CTMC models
36

If we are modeling non-repairable systems, we can define the 
reliability RS(t) and the unreliability FS(t) as:

We also compute the MTTF as:

RS (t) = π i (t)
si∈Ωu

∑

Fs (t) =1− RS (t) = π i (t)
si∈Ωd

∑

MTTF = Rs (t)dt
0

∞

∫ = π i (t)dt
0

∞

∫
si∈Ωu

∑



Availability of CTMC models
37

For repairable systems, we can define the availability AS(t) and the 
unavailability US(t) as:

AS (t) = π i (t)
si∈Ωu

∑

Us (t) =1− AS (t) = π i (t)
si∈Ωd

∑
Note that the expression is the same as for reliability: 
however the Markov chain is different



Structure functions – new capabilities

Structure functions allows also to consider more complex scenarios:

• Majority voters (also with components that are not i.i.d).

• Non series/parallel systems

38



Majority voter (KooN system)
39
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1, s2, s3, s4}
Wd = {s5, s6, s7, s8}

4.3. COMPONENTI INDIPENDENTI 87

mostrare come sia possibile ricavare la stessa funzione di a±dabilità, già ottenuta
nell’equazione 2.26, utilizzando la metodologia dell’esplorazione dello spazio degli
stati.

A1

A2

A3

Voter

Figura 4.5: Sistema a voto di maggioranza (2 : 3)

Se si trascura la presenza del voter e i tre elementi possono essere considerati
statisticamente indipendenti, lo spazio degli stati del sistema e le probabilità di
occupazione degli stati coincidono con i dati riportati nella Tabella 4.6 (che infatti
sono rappresentativi di qualunque sistema a tre componenti). Rispetto alla config-
urazione dell’esempio 4.3, cambia il sottoinsieme di stati di buon funzionamento e
quindi l’a±dabilità. Esaminando la struttura della figura 4.5, si ricava in questo
caso Sb = {1, 2, 3, 4}, da cui:

RS(t) = p1 + p2 + p3 + p4 (4.16)

Nell’ipotesi, usuale in questo schema, che i componenti siano identici, cioè R1(t) =
R2(t) = R3(t) = R(t), si ha:

RS(t) = p1(t) + p2(t) + p3(t) + p4(t)

(4.17)

= R3(t) + 3 R2(t) [ 1 ° R(t) ] = 3 R2(t) ° 2 R3(t)

Example 4.8 - Sistema non serie parallelo
Il sistema di Figura 4.6 non è di tipo serie/parallelo e non può quindi essere risolto
ricorrendo ai metodi di riduzione serie/parallelo visti nel Capitolo 2. Tuttavia
se i componenti sono indipendenti, la sua a±dabilità può essere calcolata con le
tecniche viste in questo capitolo.

Poichè n = 5 si avrà N = 25 = 32. Lo spazio degli stati e le probabilità di
occupazione di ogni stato sono riportate nella Tabella 4.7. Nell’ultima colonna si

Andrea Bobbio COREP - Master MISAR 2010-2011 17
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Non Series-parallel systems
40
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Figura 4.6: Un sistema non serie-parallelo con componenti indipendenti

è indicato con b se lo stato corrisponde ad uno stato di buon funzionamento del
sistema, e con g se lo stato corrisponde ad uno stato di guasto. Per semplificare
la simbologia si è trascurata la dipendenza dal tempo delle probabilità dei sin-
goli componenti (si è scritto per brevità Ri al posto di Ri(t)). Nel caso in cui i
componenti siano identici, dai dati della Tabella 4.7 si ricava:

R(t) = 4 R5 + 5 R4 (1°R) + 9 R3 (1°R)2 + 4 R2 (1°R)3 = R5°R4° 3 R3 + 4 R2

Example 4.9 - Sistema serie/parallelo a 5 componenti
Le informazioni riportate nella tabella 4.7 possono essere utilizzate per calcolare
l’a±dabilità di qualunque sistema a cinque componenti, purchè indipendenti. Con-
siderando il sistema serie/parallelo trattato nell’esempio 2.2.3 (Figura 2.6), si ha

Sb = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 16, 17, 22, 25}

da cui, assumendo per semplicità che i componenti abbiano tutti la stessa a±d-
abilità si ottiene:

RS = R5 + 5 R (1°R) + 8 R3 (1° r)2 + 3 R2 (1°R)3

= R5 ° 2 R4 ° R3 + 3 R2

Si può quindi aÆermare che la metodologia presentata in questo capitolo permette di
analizzare sistemi con qualunque configurazione e con qualunque numero di componenti
costituenti, purchè i suoi componenti siano assunti come statisticamente indipendenti. Il
costo dell’analisi è sostanzialmente legato al costo della generazione dello spazio degli stati
le cui dimensioni, come abbiamo visto, sono date da N = 2n. La crescita esponenziale
del numero di stati N con il numero di componenti n, costituisce il limite più forte
all’applicabilità di questa metodologia a casi reali.

Wu = {s1, s2, s3, s4, s5, s6,
s7, s8, s9, s10, s11, s12,
s13, s14, s15, s18, s20,
s21, s24}

Wd = {s16, s17, s19, s22, s23,
s25, s26, s27, s28, s29,
s30, s31, s32}



Steady-state distribution of a CTMC (1)

Under very common hypothesis, the transient  probability p(t) tends 
to a fixed vector p as t tends to the infinity regardless of the 
distribution of the initial state p(0) :

This limit distribution p, is called the Steady-state distribution of 
the CTMC.

( )0,)(lim ppp "=
¥®
t

t



Steady-state distribution of a CTMC (2)

When the system is in steady-state, the distribution of its states 
does not change, meaning that the derivative over time is zero:

This allow us to write down an equation to determine such limit 
distribution:

p . Q = 0

( ) 0=
dt
tdp

( ) ( ) Qt
dt
td

×= pp



Steady-state distribution of a CTMC (3)

However, since the rows of matrix Q sums up to 0, they are not linear 
independent and the system has infinite solutions.

We can use the normalizing condition that the sum of the probabilities of 
the states is equal to 1 to find a single solution.
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Availability and steady-state distribution

By exploiting the steady state distribution, the availability of a 
repairable system can be easily computed.

© M. Gribaudo
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Using these relations and CTMC, we can compute availability of complex 
scenarios, such as single-repair man systems, that cannot in general 
be easily considered with conventional techniques.



Example: availability of a component

50 CAPITOLO 3. AFFIDABILITÀ DEI SISTEMI: SISTEMI RIPARABILI

Poichè il sistema al tempo t deve necessariamente essere o funzionante o guasto (gli
stati b e g sono esaustivi e mutualmente escluentesi), si deve avere:

A(t) + U(t) = 1

Si vuol qui ricordare che mentre l’a±dabilità R(t) rappresenta la probabilità che
il sistema non manifesti guasti nell’intervallo 0 ° t, la disponibilità fornisce invece la
probabilità che il sistema sia funzionante al tempo t indipendentemente da eventuali
cicli guasto/riparazione già percorsi. La disponibilità (o l’indisponibilità) è quindi la
grandezza solitamente più significativa per chi usa o esercisce l’impianto o il sistema,
perchè fornisce una misura del grado di fiducia con cui si può disporre del bene nel
momento in cui ne occorre l’uso. La disponibilità accorpa in un’unica funzione sia il
comportamento al guasto del sistema, che le sue caratteristiche di riparabilità; infatti,
un sistema è altamente disponibile se complessivamente i periodi trascorsi nello stato
b sono lunghi rispetto ai periodi trascorsi nello stato g, cioè il sistema si guasta poco
e viene riparato in fretta. Un sistema disponibile deve quindi avere buona a±dabilità
(bassa probabilità di guasto) e buona manutenibilità (elevata probabilità di riparazione).

3.3.1 Calcolo della disponibilità

Si supponga che i tassi di guasto e di riparazione siano costanti e siano indicati, rispet-
tivamente, con ∏ e µ.

21

λ

µ

Figura 3.2: Diagramma degli stati di un sistema riparabile.

L’evoluzione nel tempo del sistema riparabile può essere rappresentata dal grafo
etichettato di Figura 3.2, dove, al solito, b indica lo stato di buon funzionamento e g lo
stato di guasto. La transizione etichettata ∏ rappresenta il processo di guasto (passaggio
da b a g), mentre la transizione etichettata µ rappresenta la riparazione. Lo studio e
la soluzione di modelli, quali quello di Figura 3.2, verrà aÆrontato in modo sistematico
nel Capitolo 5. Nel seguito vengono indicati i passi principali per aÆrontare l’analisi del
problema. Siano Pb(t) e Pg(t),rispettivamente, le probabilità di essere nello stato b o g

al tempo t, si avrà per definizione A(t) = Pb(t) e U(t) = Pg(t). Per calcolare Pb(t),
si osservi che la variazione di probabilità di essere nello stato b al tempo t è pari alla

For example, if we compute the steady state distribution for a 
single repairable component, we have:
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Computation of the stationary solution

To solve more complex systems, we can replace one column of the 
matrix (e.g. the first) with a column of ones to express the 
normalization condition, invert it, and multiply with a vector 
that has one in the same place, and zero otherwise.

46

MTTF1 = 10;
MTTF2 = 20;
MTTR1 = 2;
MTTR2 = 3;

l1 = 1/MTTF1;
l2 = 1/MTTF2;
m1 = 1/MTTR1;
m2 = 1/MTTR2;

Q = [-l1-l2,  l1  ,  l2  ,  0;
m1 ,-m1-l2,   0  , l2;
m2 ,   0  ,-m2-l1, l1;
0 ,  m2  ,  m1  ,-m2-m1];

u = [1, 0, 0, 0];

Q(:,1) = ones(4,1);
pi = u * inv(Q)

Q =

− 1λ − 2λ 1λ 2λ
1µ −

1µ − 2λ 2λ

2µ −
2µ − 1λ 1λ

2µ 1µ −
2µ −

1µ

π (0) = 1 0 0 0

1
1
1
1

u ! = #′%& ' (

'

(in this case, the same code will work 
both in Octave and Matlab)



Single repair man example (1)

Let us consider a system with two different components in parallel. There 
is a single repair man: if two components fail, he first finishes 
repairing the one who broke first before addressing the second.

1 1

0 1

1 0

01st 0
λ1 =

1
MTTF1

λ2 =
1

MTTF2

λ1

λ1

λ2

λ2
µ1 =

1
MTTR1

µ2 =
1

MTTR2

µ1
µ1

µ2µ2

s1

s2

s3

s4

0 01st

s5

The failure state must be split into two, to remember 
which component broke first.



Single repair man example (2)

To compute the availability, we define the set of up-states as:

1 1

0 1

1 0

01st 0λ1

λ1

λ2

λ2

µ1
µ1

µ2µ2

s1

s2

s3

s4

0 01st

s5

Q =

− 1λ − 2λ 1λ 2λ
1µ −

1µ − 2λ 2λ

2µ −
2µ − 1λ 1λ

1µ −
1µ

2µ −
2µ

Wu = {s1, s2, s3}
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With:

MTTF1 = 10;
MTTF2 = 20;
MTTR1 = 2;
MTTR2 = 3;

AS = π i
si∈Ωu

∑ = 0.95564

1− 1− MTTRi
MTTRi+MTTFi

%

&
'
'

(

)
*
*∏ = 0.97826

The single 
repair man 
reduces the 
availability of 
2.3%



Exercise

Now us consider a system with two different components in parallel, a 
single repair man, but with priority to component 1: if two components 
fail, he first repairs component 1. If he was working to repair 
component 2, and also component 1 breaks, he: stop working on 
component 2, repair component 1, and then resumes his work on component 2.

λ1 =
1

MTTF1

λ2 =
1

MTTF2

µ1 =
1

MTTR1

µ2 =
1

MTTR2

1 1

0 1

1 0

01st 0λ1

λ1

λ2

λ2

µ1
µ1

µ2µ2

s1

s2

s3

s4

0 01st

s5?



A correlated example (1)

Let us consider a system with two components such that:

§ The first component has:
• failure rate l1

• repair rate µ1

§ The second component has:
• failure rate l2

• repair rate µ2

§ There is an event, that happens at rate a, that breaks both 
components at the same time.

We are interested in the availability of this system



A correlated example (2)

The system has the two components state space previously introduced. 
However, the CTMC is different, since it also considers the event that 
causes a failure in both components at the same time:

4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

a+l2

a+l1

a

µ1

µ2
µ1

µ2



A correlated example (3)

We can compute the transition matrix of the CTMC:

4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

a+l2

a+l1

a

µ1

µ2
µ1

µ2

Q =

−(α +λ1 +λ2 ) λ1 λ2 α

µ1 −(α +λ2 +µ1) 0 α +λ2
µ2 0 −(α +λ1 +µ2 ) α +λ1
0 µ2 µ1 −(µ1 +µ2 )



A correlated example (4)

From the infinitesimal generator, we can compute the steady state 
solution:

Q =

−(α +λ1 +λ2 ) λ1 λ2 α

µ1 −(α +λ2 +µ1) 0 α +λ2
µ2 0 −(α +λ1 +µ2 ) α +λ1
0 µ2 µ1 −(µ1 +µ2 )

λ1 = 0.001
µ1 = 0.1
λ2 = 0.002
µ2 = 0.08
α = 0.0001

π1 = 0.96435
π 2 = 0.01008
π3 = 0.02447
π 4 = 0.00080



A correlated example (5)

Recalling the definition of the structure function f(x) for the two 
component system in series and parallel, and the corresponding 
expression for the availability:
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78 CAPITOLO 4. SPAZIO DEGLI STATI E METODI COMBINATORI
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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A2

A1 A2 a)

b)

Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Andrea Bobbio COREP - Master MISAR 2010-2011 7

A1 A2

22--component systemcomponent system
A1

A2
Wu = {s1}
Wd = {s2, s3, s4}

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}

AS = π i
si∈Ωu

∑



A correlated example (6)

We can compute the availability of the considered example, when 
both components are either in series of in parallel.
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Figura 4.2: Spazio degli stati di un sistema a 3 componenti.
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Figura 4.3: Configurazione serie a) e parallelo b) in un sistema a 2 componenti.

Per la connessione di tipo parallelo (Figura 4.3b), l’unico stato di guasto è lo stato
s4 = {0, 0}, per cui possiamo definire:

Nb = 3 Sb = { 1, 2, 3 } ; Ng = 1 Sg = { 4 } (4.4)

Si può integrare la Tabella 4.1 aggiungendo una colonna, per ogni configurazione,
in cui si eplicita la condizione del sistema (b =buono, g =guasto) nello stato cor-
rispondente (Tabella 4.3).

Example 4.4 - Sistema a tre componenti
Il grafo di Figura 4.2 rappresenta lo spazio degli stati per qualunque sistema con n =
3 componenti. L’attribuzione di ogni singolo stato di Tabella 4.2 al sottoinsieme Sb

Wu = {s1}
Wd = {s2, s3, s4}

Wu = {s1, s2, s3}
Wd = {s4}

AS = p1 = 0.96435

AP = p1+p2+p3 = 0.99920

π1 = 0.96438
π 2 = 0.01023
π3 = 0.02458
π 4 = 0.00081



A correlated example (7)

We can compare the results with the ones of a system without 
correlated failure, where failure rate a is equally divided between 
the two components.
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AS = p1 = 0.96435

AP = p1+p2+p3 = 0.99920

4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

l1

l2

a+l2

a+l1

a

µ1

µ2
µ1

µ2

4.1. LO SPAZIO DEGLI STATI 75

con cui i componenti sono connessi nel sistema, si può sempre dire che, se i com-
ponenti sono binari (a due stati), il sistema può trovarsi in uno e uno solo dei
N = 22 = 4 possibili stati s1 = {0, 0} s2 = {0, 1} s3 = {1, 0} s4 = {1, 1}.
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Figura 4.1: Spazio degli stati di un sistema a 2 componenti.

Lo stato s1 = {1, 1} rappresenta la condizione in cui x1 = 1 e x2 = 1 (sia A1 che
A2 sono funzionanti), lo stato s2 = {0, 1} rappresenta la condizione in cui x0 = 1 e
x2 = 1 (A1 è guasto e A2 funziona), lo stato s3 = {1, 0} la condizione in cui x1 = 1
e x2 = 0 (A1 funziona e A2 è guasto) e, infine, lo stato s4 = {0, 0} la condizione
in cui x1 = 0 e x2 = 0 (sia A1 che A2 sono guasti). La Figura 4.1 rappresenta in
modo completo un sistema a due componenti e ogni sua possibile evoluzione. Gli
stati del sistema sono enumerati nella Tabella 4.1, ordinati in base al numero di
guasti dei componenti.

Example 4.2 - Sistema a tre componenti
In un sistema con n = 3 componenti, lo spazio degli stati avrà dimensione N =
23 = 8. L’elenco dei possibili stati del sistema, ordinati in base al numero di guasti,
è riportato nella Tabella 4.2, mentre la Figura (4.2) mostra lo spazio degli stati
nella forma di grafo etichettato.

Gli stati (s1, s2, . . . , sN ) dello spazio degli stati S formano un insieme esaustivo e
disgiunto. Esaustivo significa che il sistema deve trovarsi necessariamente in uno degli
stati contenuto in S; disgiunto significa che il sistema può trovarsi in uno e uno solo
stato.

Tutti gli stati di un sistema possono essere enumerati, individuando tutte le possibili
combinazioni dei valori della variabile binaria (xi = 0, 1) per gli n componenti. Rag-
gruppando gli stati, come nella Tabella 4.2, in funzione del numero di guasti e indicando
con Nk il numero di stati del sistema corrispondenti a k componenti guasti, si ha:

a/2+l1

a/2+l2

a/2+l2

a/2+l1

µ1

µ2
µ1

µ2
AS = p1 = 0.96488

AP = p1+p2+p3 = 0.99974

As expected, the availability 
of the correlated case is 
lower for both configurations.
In the serial configuration, 
the possibility of breaking 
both components at the same 
time increases the repairing 
time.


